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Resumen

El objetivo de esta ponencia es revisar los diferembhodelos de difusion tecnolégica recogidos ditelatura.

El trabajo no se cefiira a propuestas desarrolladagkambito de la Economia, sino que se estudiadbién
otros modelos surgidos en distintas areas de comeaito (p.e. la Biologia Tedrica), pero que preseniaas
propiedades matematicas adecuadas para modelizaliflsion tecnolégica. La ponencia se cerrara can |
propuesta de un método de clasificacién y unifimade modelos.
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1. Introduccion

La difusion de innovaciones, que puede definirsaada diseminacion de una nueva idea
desde su fuente de creacién hasta los usuaridediflRogers, 1962), es sin duda uno de los
elementos caracteristicos de la sociedad actubtd§e, 2004), de modo que si bien se trata
de un tema que lleva siendo estudiado desde lanpdisigue estando en plena vigencia.

Los modelos matematicos desarrollados para modeadizaroceso de difusion tecnoldgica
son cada vez mas elaborados y complejos, perooddatrgrupo de los modelos continuos
(basados en ecuaciones diferenciales) es possilagiiir dos grandes bloques. Los primeros
consideran no solo la difusién temporal sino tamb& espacial, es decir, incluyen en sus
ecuaciones términos que expresan como se difurtderialogia en el tiempo y en el espacio.
El segundo tipo de modelos constituye un casoqudatti en el que se considera Unicamente la
dimensién temporal, y éste sera el tipo de modahosl que se centrara la presente ponencia.
Adicionalmente, y dadas las limitaciones de espames ceiiremos a aquellos que presentan
una evolucion temporal de tipo sigmoidal, ya quelss empleados con mayor frecuencia.

2. Estructura general de los modelos de difusion

La estructura general de los modelos de difusiofagxopuesta por Mahajan y Peterson
(1978) y Mahajan y Muller (1979), que identificagrsegmentos de mercado diferentes:

= Mercado sin explotarSy(t) = P(t) - N(t), siendoP(t) el nimero total de individuos en el
mercado. Representa por tanto un conjunto de ohada que por diversas razones no
puede ser considerados como mercado potencial.

= Mercado potencialS(t) = N(t) - N(t), siendoN(t) el mercado potencial total.

= Mercado ActualN(t) el nimero de usuarios que ya han adoptado laltgino



El ndmero de individuos en uno u otro segmentoavara lo largo del tiempo, pero en
cualquier instanté se verifica queS;(t) + Sy(t) + N(t) = P(t). Llamandofi(t) al nimero de
individuos que pasan del mercado sin explotar atat® potencial en el instanten(t) al
namero de individuos que pasan del mercado pofeac&dquirir la tecnologia y(t) al
incremento del mercado total tenemos que:

Si(t+1) = Sy(t) + p(t) — A (1)
S(t+1) = S(t) + A(t) — n(t) (2)
N(t+1) = N(t) + n(0) ®3)

Como ya se ha indicado, centraremos nuestra ateecidos modelos de tipo continuo, sin
efectos espaciales y con evolucién sigmoidal. Lyaria de los modelos que recoge la
literatura son ademas autébnomos, por lo que ekmnemrde Poincaré-Bendixon (ver por
ejemplo Strogatz, 1994: 203) garantiza la no ex@tede caos (atractores extrafios). Sin
embargo, algunas propuestas incorporan retardé&snyrnos de tipo integrodiferencial, lo que
hace que el teorema de Poincaré-Bendixon no se&alalel y por tanto no existan garantias
del comportamiento regular del modelo. Esto supame dificultad afadida a la hora de
estudiar sus propiedades, aunque habitualmentstifaaeion de los parametros con datos
reales sitle al sistema fuera de una regién cadtica

3. Algunos modelos de difusion tecnoldgica

A fin de comprender la formulacion de los modelesddusion, se analizaran brevemente los
sistemas dinamicos correspondientes al modelo Gampdogistico, que son los mas
conocidos y empleados (Raeside, 1988), y el modio Nicholson, practicamente
desconocido en la literatura econdmica, pero gesgnmta algunas propiedades interesantes.

3.1 El modelo Gompertz

En 1825, Gompertz introdujo una familia de funcemrapaces de representar el crecimiento
demografico en una determinada region, sustentadia éipétesis de que se produce un
crecimiento exponencial del nimero de muertes dmime@durez sexual y la vejez (Olshansky
y Carnes, 1997). Distintas investigaciones han démado la utilidad de este modelo para la
representacion de procesos de difusion tecnologarap por ejemplo los trabajos de Franses
(1994) y Morrison (1996).

La velocidad de difusion del modelo Gompertz, asha la resolucion analitica de dicha
ecuacion diferencial, que expresa la evolucion taalpde la cuota de mercado en tanto por
uno, se muestran en (Ht) representa la cuota de mercado en tanto por uteotdenologia,

£ el parametro de crecimiento, kyla constante de integracion. Se trata de una curva
asimétrica, como puede calcularse facilmente, déongmie su punto de inflexién se sitda en
X(t)=1/e, siendoe aproximadamente 2.718.

dx(t) _ 1 — _ _
= =An D_n% = x(t) = ex-exp- Bt +k)| (4)

3.2 El modelo Logistico

El modelo logistico (y sus numerosas varianteg)rebablemente el mas empleado para la
modelizacién de procesos de difusién. Fue formulagdalmente por Verhulst en 1838 (ver



Meade e Islam, 1998), aunque también es conocichm ecoodelo de Pearl, y ha sido aplicado
con éxito en multiples investigaciones sobre lagiifn, como los de Griliches (1957 y 1960),
Mansfield (1961), Taner (1978), Teece (1980), R=nd1983) o Polo (1987). Su
formulacion parte de un planteamiento relativamseteillo: la velocidad de difusién de una
tecnologia es proporcional al numero de adoptasrted instante considerado y al nUmero de
potenciales adoptantes que aun no lo han hechest@anodo la velocidad de adopcién de la
tecnologia y el crecimiento de la cuota de mercaglonuestran en (5). La logistica es una
curva simétrica, de modo que su punto de inflegs®sitia ex(t)=1/2.

% = BIXM) HL-x(t) = x(t) = L[1+expEAL(t-t,))] ®)

3.3 El modelo de Nicholson

Realmente se trata de un modelo surgido en el ardbitia biologia tedrica para explicar la
evolucion de poblaciones dellacila Cupring un tipo de moscardo (ver por ejemplo Ruan,
2004 o Brauer y Castillo-Chavez, 2001: 119). Lanfalacion del modelo es la siguiente:

LLO PD(('[—T)@X{
dt

_X(t-1)

} —ox() (6)

0

DondeP, J, X, Y T son cuatro pardmetros que caracterizan el progesevolucion. La
figura 1 muestra el comportamiento de esta ecuap#ra distintos valores de dichos
parametros. Como puede observarse, si bien es dapsapresentar un proceso de difusion
tecnoldgica de tipo sigmoidal, también puede prtaseim comportamiento caotico. Esto se
debe a que, tal y como se comentd en el apartadbigorporar retardos pueden aparecer
atractores extrafos.

Difusion sigmoidal Comportamiento caético
P=04; x,=4; 1=24, 0=0175 P=8; x,=4, 1=24;, 6=0475
ER // |

t

Figura 1. Dos comportamientos del modelo de Nicholson (Fuesaboracion propia. Algoritmo de Runge-
Kutta de orden 4 programado en “R")

4. Clasificacion y unificacion de modelos
4.1. Resumen de los modelos de difusion mas reletem
En las tablas 1 y 2 se muestra una seleccion arogiglos de difusion (expresados en cuota

de mercado en tanto por uno) que presentan unaig®ol sigmoidal para determinados
valores de sus parametros. Como puede comprobzriste ena cantidad considerable de



propuestas, y de hecho ademas de los que se nmuestrtas tablas, la literatura recoge
multiples modelos alternativos: el modelo de Bass aoeficientes de influencia crecientes o
decrecientes en vez de constantes (Mahajaal, 1990), Bass con numero de adoptantes
variable (Mahajan y Peterson, 1978), Bass con ctenpm entre diferentes generaciones de
productos (Norton y Bass, 1987), el modelo extemdiel Riccati (Levenbach y Reuter, 1976),
las variantes Il y Il del modelo de Kumar y Kunf&umar y Kumar, 1992), la variante del
NUI propuesta por Molyneux y Shamroukh (1996),rfaxlelos de Chu (2000), surgidos en el
ambito de la Ingenieria Quimica, el modelo de onemito poblacional de Puu (2003: 204-
209), el modelo de Goudriaan y sus variantes €Yial, 2003) y un largo etcétera.

Tabla 1. Resumen de los principales modelos de difusi¢iuéiite: elaboracién propia)

MODELO ECUACION REFERENCIAS
d 1 —
Gompertz % = BIX() Eﬂ-n% x(t) = exd— eXF(_ pa+ k)] r'\:/lrc?rr:isszsn((llggggég),
G tz. Variante | d 1
dg rgﬁg\:vz e Z(t) SOOI X0 = exd— exp(— [B) WZ)] Chow (1967)
Gompertz. Variante gt o
de 3 Earémetros X(t)=alb™ Weisstein (1999: 748)
Gompertz. Variante
e Lepe ot ol X(t) = exp{— exp{— ((a + 40" + y)” Lee et al. (1992)
Gaussiano dz(tt) = 2]1702 Eéxl{— t 2_0/9 } Rogers (1962)
) dx(t) 1 Ln(t) ,u .
Log-Normal &t W ;{ 1 Bain (1963)
Weibull dx(t) =2 Eﬁ ] r{ ( j } X(t) =1- exd— (t / a')” J Sharif e Islam (1980)
Weibull con tres _ V4
parametros x(t)=1- exr{— ((t -1/ O’) J Murthy et al. (2004: 9)
Log-Reciproco % = béﬂz exp{—%} X(t) = exp{— 1/(b [t)] McCarthy y Ryan (1976)
dx(t) — a’ p-1 a-al(t) Fernandez-Abascal et al.
Gamma it r(p O (1994: 448 — 452)
dxt) _ M'(p+0q) -1 q-1 Fernandez-Abascal et al.
Beta ot T 0 - x() (1994: 455-458 )
Singh dx(t) _ a (&, & 0™ a, oo
Magda)fa at (1+; - )w x(t) =1- 1/(1+ a, 0™ ) Singh y Maddala (1976)
Adaptativo dx(t) _ 2 3 Martin-Carrillo (2000:
Polinémico ar o t2M, [0+3a I+ 4R, 0 170-189)
Logistico SLEAnEx)  xO=Uirexpepie-t)] | FrRes (R 1960
Logistico. Variant _
dggc'shfv\? anante dx(t) =g @) -x@)  X() =1/ ll+ eXp(—j B(2) E1|Z)J Hernes (1976)
Paloheimo y dX(t) n Paloheimo y Dickie
Dickie dt =H B -kXO (1965)
1- —-(pt+q)it
Bass O - (p+qrq)ti-xm)  xO) = ext=(p+a)y) Bass (1969)

ot 1+(a/ p) expl=(p+q)d)

a0 e0. |0 =[-ci(p/a)texd-(p+ )t/ clexpl=(p+ a)t)]| meade e stam (058

Bass. Variante con dX(t)

efecto aprendizaje =(p+a () + e k() L= x() Ganesh et al. (1997)
Bass con dx(t

deserciones X( )= = (e + A, B) - x(0) - (1) Bidges et al. (1993)
pass en fres 0 - =(p+a, DA + 0, k() 1 - A) - x(1)) Jain et al. (1991)

etapas dt




Tabla 2. Resumen de los principales modelos de difusi¢iuénte: elaboracion propia)

dt 1-x(t) + cIX(t)

MODELO ECUACION REFERENCIAS
Bass con efectos | XU - (5. g + o 01 () - x)
publicitarios dt Simon y Sebastian
(innovacion e dx(t (1987)
imitacion) z(t )= (p+qT(t) + 5 T (A) () o - x(t))
Floyd % =b k() - x(t))? Floyd (1968)
) . d bx(t) [ - x(t))?
Sharif y Kabir % = % Sharif y Kabir (1976)
d
Stanford z(tt) L O M-x) Teotia y Raju (1986)
dx(t "
Jeuland Z(t) (p+qx()) - x(t))™ Jeuland (1981)
FLOG DO ot (11, k) (1) - x(1) iebi
dt Bewley y Fiebig, (1988)
d
NUI )(;(It) (p +qIX(t) )[(ﬁ‘ X(t)) Easinwood et al. (1983)
NHNV PO = (p+ artxy + hixe -1 +.. ) )i~ x) sharma y Bhargava
dt (1994)
NSRL dx(t) = qx(t)° [f1- x(t)) Easinwood et al. (1981)
Bertalanffy d’;it) 2 - x(v)°) Bertalanffy (1957)
Birch dx(t) _ BIx) [([L-x(1))

Birch (1999)

Michaelis-Mentel
Generalizado

dx(t) _ e o
dt - K +1° [(ﬂ. X(t))

Lépez et al. (2000)

De Cesare y Di
Liddo

|@n:LK@9m@oms

KKI [%JLH(W qx())- (b +1)Ln{l-x(t)) =a+(q+ p)E Kumar y Kumar (1992)
ble
Harvey Ln(x(t) - x(t-1)) =L [ j b+ Ln(1+a)n(x(t -1)) Harvey (1984)
Nicholson dz(tt) PX(t-7) GEXL{ x(t—r)w - X(t) Ruan (2004).
odu(zt) _ _
2D = o) f K (2.9 Wi Es+ ) |- u(z)

De Cesare y Di Liddo
(2000)

4.2.  Un posible método de clasificacion y unifica@m de modelos

Resulta complicado establecer un método de clasibo de modelos, de modo que en el
presente trabajo se ha optado por un criterio prbpsado en el nUmero de parametros del
modelo. Este criterio presenta dos ventajas fundtates: permite establecer una jerarquia en
cuanto a la dificultad de ajuste con datos reddggcamente a mayor nimero de parametros,
mayor dificultad de ajuste y mayor necesidad deslpara que la estimacion tenga validez
estadistica) y permite recoger de una forma sanddls relaciones existentes entre los



distintos modelos, unificando algunos de ellos ea Unica ecuacion. Para establecer esta
clasificacion se ha seguido un proceso de dos ®tapa

1. En primer lugar se han estructurado en dos fig(2as 3) los modelos mas relevantes,
estableciendo una jerarquia en funcion del nimergatrametros que aparecen en la
ecuacion diferencial (que siempre sera uno mendssdgue finalmente deban calcularse,
debido a la constante de integracion), e indicdasloelaciones que existen entre ellos.

2. En las figuras 4 y 5 se proponen una serie de rosdetopios que unifican a los
anteriores, y que se han dibujado en un color aliter a fin de distinguirlos de los
modelos originales. En este sentido es precisacandjue seria posible la unificacion
completa de todos los modelos mediante una ecuaménel suficiente numero de
parametros, ya que bastaria con ir afadiendo &sctomultiplicativos elevados a un
exponente hasta recoger todas las posibles vasjamtaque obviamente una ecuaciéon de
este tipo carece de sentido desde el punto depsidtdico. Sin recurrir a este extremo es
posible lograr una unificacion de muchos de los etmg] de modo que con un namero
suficientemente pequefio de pardmetros es positleifar una ecuacion que recoja como
casos particulares un gran niumero de ellos. Panpdge el modelo 1 (figura 4) con tan
sélo 4 parametros (mas la constante de integraeé$rmapaz de unificar 6 ecuaciones:
NUI, Jeuland, Bass, Floyd, NSRL y logistica.

En resumen, las similitudes que existen entre algute los modelos estudiados permite
formular una serie de modelos generales que satetiarios de ellos, aunque no es posible
lograr una unificacion completa sin recurrir a ueeuacién con elevado numero de
parametros que, por tanto, no tiene ningun intéeésle el punto de vista practico.

é Paloheimo y Dickie K=H=q: d=d; n=d+1 ELOG
Bl S =H o0 ko B = ot (ko) 5O - x0)
\© dt dt
@®©
% | k=H=b/a; d=1, n=a+1 ¢l (k1) = B(1)
8 NUI Jeuland
I dxt :
]| 2O~ (p+qn0°)-x0) 0 - (p+arxw) - xw)
Qai d=1 p=0 y:O p=0; y=1
™ N—
v
o Bass Bertalanffy NSRL
]
Sl 4 dx(t) _ s
3| % =(prano)-x0) %O -5 gy ch- ) - 95O’ - x)
\©
@ q=p a=%Lb=p 5=1q=4
o =0
N
o y
E Logistica Basica | gt)=p| Logistica Chow | At =q/t Stanford Floyd
S|l 2o pr@-«o) dx(t) = B0 O - x0) O _ A5 -xm) || > =HOL-xOF
I dt dt
—

Figura 2. Clasificacion y relacién de algunos modelos desién | (Fuente: elaboracién propia)



Adaptativo polinémico

(%2}
o
@ dx(t)
\% =P, +20&, 0+30&, @ +40&, 1
3
a
<
é’ Singh y Maddala Bass con deserciones
© dx(t [, [, 0%
g XY _ 8B, B, 0 d’(t) = (A, +A () 1~ X(1) - X(1)
© dt  (1+a,0%)
©
o u=0
™ A=piA=q
2 : :
£|| Sharif y Kabir Birch Bass Michaelis Mentel
(| e _broti-x) ax(t) _ BIx® (L= x®) Generalizado
. axt) - bx(O = X)) ) _ £ XU X)) || dXe) - ax(t) _
g dt 1-x(t) [{L-0) dt 1-x(t) + cx(t) at =(p+amx(®)tfL-x() ot k° e [(ﬂ.— X(t))
o
V] 0=0 c=1 ‘
h_,B I

o v
Z|| Logistica Basica Gompertz Bwy=p |Gompertz de Stoneman
S
S| 29 g d-xo) 0 _ pigan ks A0 - oy n+-
S dt x(t) X(t)
a
—

Figura 3. Clasificacion y relaciéon de algunos modelos desién Il (Fuente: elaboracion propia)
8 pt)=0; at)=H; a=d
= azk/H; B=1 p=n-d Modelo 2
= dx(t
g 0 - (b + a3 fe-af
o
© a=1 p=1
S
@
1S
'@
©
o
Te]
S Paloheimo y Dickie Modelo 1 FLOG
Q dx(t :
El| eno ko 20— () + 40 57 - x0)” O~ it k) - x0)
g
<t
[%2])
S pt)=p: at)=q pt)=p; at)=q
S NUI azs: go1 4ol Byl Jeuland
N d t +
& [ 2O (pramo)i-x) PO - (p+ qoe) - x0)
o dt dt
™

Figura 4. Unificacién de algunos modelos de difusion | (Reeelaboracion propia)
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= Modelo 5

= dx(t

g A0 = (o) + a0 3@° )50 - | Ja=

a : =1

o) [u=0

" ¥

% Modelo 4 Modelo 1 Adaptativo polindmico
E||axp)_ } dx(t

ks Y t-xom-o) | 20 = (o) + o0 o7 )il xoY SO -+ 2, 143, 17+ 4,
< 6=1|

” N

% Modelo 3 Singh y Maddala Bass con deserciones
E dx(t) _ bo@ - x(t))* dx(t) _ a (&, [, 0% d)(t) ey
g dt 1-x(t)[{-c) dt (1+ a, % )a3+1 (A +/L D((t))[(u' X(t)) IUB((t
o

™ $=2; c=0 ‘ ‘ =1

" v v

= Sharif y Kabir Birch Michaelis Mentel

2 3 Generalizado

E || 9 _bxx®) fi-xo) dx(t) _ BIx(t) [(1-x(1) axp) _ ot

S|| o T -0@-0) dt 1= x(®)+oIxX() R O
N

2

‘g Gompertz de Stoneman
5 20 - poys@nt

o X(t)

—

Figura 5. Unificacidn de algunos modelos de difusion Il (Fige elaboracion propia)

5. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han esbozado breuvenies caracteristicas generales de los
modelos de difusion sigmoidal, poniendo de martifiéas peculiaridades que presentan los
sistemas con retardos y de tipo integrodiferendal. mismo se ha realizado una extensa
revision bibliografica que puede servir de baseapawsteriores investigaciones, ya que
ademas de las propuestas recogidas en la litertoradmica, incluye otra serie de modelos
extraidos de diferentes disciplinas académicasoRarparte se ha planteado un método de
clasificacion y unificacion de modelos, que resudtievante en tanto que permite establecer
cierto orden entre las numerosas propuestas itheks.

La principal limitacion de este trabajo es que,idela las restricciones de espacio, no ha sido
posible estudiar los modelos discretos, por lo @uéuturas investigaciones seria interesante
realizar un estudio equivalente para dicho tipondeelos.
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